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MATHEMATICS 
TOPOLOGISCH SUBDIREKTE PRODUKTE 
VON 
F. LOONSTRA 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of May 30, 1959) 
§ 1. Es werden einfache notwendige und hinreichende Bedingungen 
angegeben dafiir, dass eine bikompakte topologische Gruppe G ein soge-
nanntes F-subdirektes Produkt von (bikompakten) topologischen Gruppen 
sei. Zum Schluss wird fiir solche Gruppen G (im Faile, dass G abelsch ist) 
die Charaktergruppe bestimmt 1). 
Definition. Die topologiscke Gruppe a ist ein subdirektes Produkt der 
topologiscken Gruppen G.,, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind: 
1. fur jedes IX gibt es eine offene und stetige komomorpke Abbildung rp"' von 
G auf G"'; 
2. fur g =1= e gibt es mindestens ein IX, so dass rp"' (g) =1= e"' ( wenn e"' die Identitat 
von G"' ist). 
Hieraus folgt sofort: 
Satz I. Es sei {N"'} eine Menge von abgescklossenen Normalteilern der 
topologiscken Gruppe G, so dass n"' N"' = (e) ; dann ist G ein topologisckes 
subdirektes Produkt der Faktorgruppen GfNIX. 
Beweis. Die natiirlichen homomorphen Abbildungen rp"' von G auf 
GfN"' geniigen den obengenannten Bedingungen. Ist g=/=e, so gibt es ein 
NIX mit g rt NIX, also ist das Bild giX 'von g in GfNIX nicht die Identitat. 
Setzen wir voraus, dass {GIX} eine Menge von topologischen Gruppen 
sei, und dass es auszerdem eine topologische Gruppe F gebe, auf die GIX 
(fiir jedes IX) mittels einer offenen und stetigen homomorphen Abbildung 
rp"' abgebildet ist: rpiX(G"')=F, fiir jedes IX. Wir untersuchen nun diejenige 
Untergruppe des direkten Produkts II =IIc.GIX, deren Elemente g= (giX) 
die Eigenschaft haben, dass (fiir jedes einzelnes Element g) jede Kompo-
nente von g auf F dasselbe Bild hat. Man kann nun einfach beweisen: 
Sat z I I . Die Elemente g bilden eine abgescklossene U ntergruppe G 
von II, und G ist ein topologisckes subdirektes Produkt der topologiscken 
Gruppen G"'. 
Den beweis iibergehen wir. 
Bildet man nun g = (g"') E a ab auf das gemeinsame Bild f der Kompo-
1) Den Kollegen DE BRUYN, DE GROOT und FucHs verdanke ich viele Rat-
schlage und Verbesserungen; IhnE;ln ~.tUe~ sei bier d,er }ler:iilichste Dank ausgesprochen. 
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nenten Yo" so ist diese Abbildung eine offene und stetige homomorphe 
Abbildung von G auf F. Stetig: Es sei U{f) eine Umgebung von q;"'(y"')=f 
und q;; 1(U{f)) das Urbild von U(f) in G"'; es ist y"' E q;; 1(U{f)) und eine 
Umgebung V(y"') mit V(y"')Cq;; 1(U{f)) bestimmt (in G) eine Umgebung V 
von y = (y"') deren Punkte die Eigenschaft haben, dass das gemeinsame 
Bild der Komponenten in U{f) liegt. Offen: Jede Umgebung V von 
y=(y"') in Gist von endlich vielen Umgebungen V"'k von (den endlich 
vielen Komponenten) Y"'.~:' k = I, ... , n, bestimmt. Es ist nkq;"'k V "'.t = U eine 
offene Menge in F, und q;"'y"' = f (fiir alle 01:) ist ein Element von U; eine 
Umgebung U'{f) C U hat also die Eigenschaft, dass das Bild von V (in F) 
die Umgebung U'{f) enthalt. 
Nennt man A den Kern dieser homomorphen Abbildung von G auf F, 
so ist A das vollstandige direkte Produkt der Kerne A"' der einzelnen 
Abbildungen q;"' von G"' auf F und es ist GfA '""G"'fA"''"" F. 
Es folgen nun sofort die heiden folgenden Eigenschaften (die wir spater 
fiir den Satz III benutzen): 
I. fiir jedes System (a"'), a"' E A"' ist das Element a= (a"') ein Element 
von A; 
2. sei y = (y"') E G und [y], bzw. [y"'] die entsprechenden Nebenklassen 
mod A (bzw. mod A"'), so ist [y] __,.. [y"'] eine isomorphe Abbildung 
von GfA auf G"'fA"'. 
Es sei nun umgekehrt G ein subdirektes Produkt der topologischen 
Gruppen G"'; es gibt also fiir jedes £X eine stetige und offene homomorphe 
Abbildung tp"' von G auf G"'. Im Allgemeinen gibt es keine Gruppe F mit 
der in Satz II genannten Eigenschaften. Wir konnen aber, falls G eine 
bikompakte Gruppe ist, notwendige und hinreichende Bedingungen 
angeben, damit G fiir eine geeignete (bikompakte) Gruppe F ein F-sub-
direktes Produkt der G"' sei. Dazu betrachten wir in G die Menge A! der 
Elemente y mit "PaY= e"'. Es ist A! ein abgeschlossener (also bikompakter) 
N ormalteiler von G. 
Definiert manA:= n 11*"'A;, so istA: Durchschnitt bikompakter Normal-
tailer, also A: ist auch bikompakt in G. A: ist genau die Menge der Elemente 
g E G mit der Eigenschaft tppY = ep fiir {3 =1- 01:. Die Bilder tp"'g =a"' der 
Elemente yEA: bilden also einen in G"' abgeschlossenen (bikompakten) 
N ormalteiler A"'. Es ist also A =A!· A: ebenfalls ein bikompakter Normal-
teiler von G. Es gilt nun 
Satz III. Notwendiy und hinreichend, damit die bikompakte topo-
logische Gruppe G f'iJ,r eine yeeignete (bikompakte) Gruppe F ein F-sub-
direktes Produkt der topologischen Gruppen G"' sei, sind die folgenden 
Bedingungen: 
I. f'iJ,r jedes System (a"')' a"' E A"', gibt es ein a E G mit tp"'a=a"'; 
2. wenn y= (y"') E G und [y], bzw. [g"'], die entsprechenden Nebenklassen 
mod A (bzw. mod A"') sind, so ist die Abbilduny [g] __,.. [g"'] eine iso-
morphe Abbildung von GfA auf G"'fA"'. 
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Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingungen ist bewiesen (siehe die 
Folgerungen l. und 2. auf p. 435). Hinreichend: Es ist GfA ~ G"'fA"' auf 
Grund der Abbildung [g] --+ [g"'], wenn g E G, q;"'g = g"' E G"'. Wir bezeichnen 
mit F eine Gruppe, isomorph mit jeder der Gruppen GfA, G"'fA"'; das 
Element von F, das [g], [g"']' ... entspricht, wird mit f bezeichnet. Wenn 
also fiir zwei Elemente g und h aus G gilt [g] = [h], so gilt auch [g"'] = [h"'] 
fiir jedes £X und g und h korrespondieren mit demselben f E F. 1st {k"'} 
ein System von Elementen k"' E G"', derart, dass aile [k"'] demselben 
Element f E F entsprechen, so gibt es auch ein Element g E G mit 
[g]~ [k"']~f, also muss fiir jedes £X [g"']=[k"'] sein, d.h. g;; 1 k"'EA"'. 
Es ist also n mit q;"' n = n"' = g;; 1 k"' ein Element von A ( ein solches Element 
existiert wegen der ersten Forderung) und also k=g·n E G. Wenn also 
fiir ein System {k"'}' k"' E G"', gilt, dass die Elemente k"' auf F dasselbe 
Bild haben, so gibt es ein Element k E G mit q;,. k = k"' E G "'" 
Als Folgerung von Satz III gibt es einen Satz, der fiir diskrete Gruppen 
schon von L. FucHS [2] ausgesprochen wurde. 
Sat z IV. Es sei G eine bikompakte Gruppe und ausserdem subdirektes 
Produkt der topologischen Gruppen G1 und G2; dann gibt es immer eine 
topologische Gruppe F und zwei offene und stetige Homomorphismen q;1, q;2 
von G1 (bzw. G2) auf F derart, dass G genau die und nur die Elemente 
g = (g1, {12) aus G1 x G2 enthalt, deren Komponenten dasselbe Bild in F haben. 
Beweis: Wegen der Voraussetzung gibt es offene und stetige Homo-
morphismen "Pi von G auf G.,(i = 1, 2). Die Elemente g E G mit 1p2(g) = e2 
bilden einen bikompakten Normalteiler A: von G, und ebenso bilden die 
Elemente g E G mit "Pl(g) = e1 einen bikompakten Normalteiler Ai von G. 
Also ist auch das Produkt A= A: Ai bikompakt in G und sind die Bilder 
VJt(Ai)=At bikompakt in Gt(i= 1, 2). Die natiirliche homomorphe Abbil-
dung von fli E G., auf die Nebenklasse mod At, zu der g., gehort, bezeichnen 
wir mit {/i--+ [g.,], i = 1, 2. 
Wenn man nun abbildet [gl] --+ [g2], dann und nur dann, wenn es ein 
g EG gibt mit 'lfli{l=g.,(i= 1, 2), so sieht man Ieicht, dass diese Abbildung 
eine stetige isomorphe Abbildung von G1/A1 auf G2/A2 ist (siehe auch 
FucHS 2)). Da eine umkehrbare eindeutige und stetige Abbildung eines 
bikompakten Raumes auf einen Hausdorffschen Raumes in heiden Rich-
tungen stetig ist, so ist diese isomorphe Abbildung G1 fA 1 r-.J G2/A2 eine 
topologische Abbildung. 
Wenn wir nun g E G abbilden auf [1p1g] = [gl], so ist diese Abbildung 
eine offene stetige homomorphe Abbildung von G auf G1/A1 mit den 
Kern A, also GfA r-.J G1jA1, und analog GfA r-.J G2/A2. G geniigt also den 
Bedingungen von Satz III. Bezeichnet man also mit F eine topologische 
Gruppe, isomorph mit G1/A1 (und mit G2/A2), so dass [gl] und [g2] dem-
2 ) L. FucHs, Acta Mathematica Acad. Sc. Hungaricae III, 1952, 103-120. Siehe 
a.uch R. Remak, Journ. f. d. r. u. ang. Math. 163, 1930, 1-44. 
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selben Element f E F entsprechen, wenn (g~, g2) E G, so hat man auch 
die gesuchten Homomorphismen cp1 und CfJ2· 
Ist (g~, (/2) E G und [gl] ~ f, [g2] ~ f, so ist C{Jl die Abbildung (/1--+ f 
und cp2 die Abbildung !72--+ f. 
§ 2. Wir setzen voraus, dass wir ein bikompaktes F-subdirektes 
Produkt G der kommutativen Gruppen G"' gebildet haben mit Hilfe einer 
topologischen Gruppe F, auf die jede Gruppe GIX mittels einer offenen 
und stetigen homomorphen Abbildung cpiX abgebildet ist. Wir fragen nun 
nach der Charaktergruppe Xa von G. Es ist G eine abgeschlossene (bi-
kompakte) U ntergruppe von II= IIG IX' also ist X a isomorph mit der 
Faktorgruppe von Xrr nach dem Annulator cp von G in Xrr; cp besteht 
genau aus diejenigen Charakteren von II, welche G annulieren. Welche 
Charaktere von IIGIX bilden also G auf die Null ab? 
Ist XIX die Charaktergruppe von GIX, so ist die Charaktergruppe X von 
II die direkte Summe der Charaktergruppen XIX und kann man jedes 
Element e EX bezeichnen mit e= (e .. ) mit e .. E XIX; ist g= (ga), so ist 
e·g= I,eiX!la· IX 
Weil G bikompakt ist, ist X diskret und es gibt nur endlich viele eiX # 0. 
Wir suchen nun aile Charaktere e von II, derart dass EeiXg,.=O fiir aile 
Elemente g= (g"') von G. Diese Eigenschaft soli auch fiir die Elemente 
aus A giiltig sein; A enthalt auch die Elemente (e~, e2, ••• , aiX, ... ) mit 
aiX E AIX, also sollen die Charaktere, welche G annulieren, die Eigenschaft 
haben eiXaiX = 0 (fiir aile aiX E AIX). Es sei nun e ein Charakter von II, der G 
und also auch jedes AIX annuliert. Wenn e= (e .. ) ist, kann man jedem 
solchen e gewisse Charaktere e<;> von F zuordnen. In der Tat, wenn e= (eiX) 
und e das A"' annuliert, so induziert e"e<;>: folgendermasser einen Charakter 
e<;>(cpiX(g"))=e<;>t=eiXg", usw. 
Ist g=(giX) ein Element von G, so ist cp"g,.=cpp!lp fiir aile Paare von 
Komponenten g"', !ltJ> . . . von g; wenn also eg = E e,.g" = 0 sein soli fiir aile 
g E G' so folgt fiir die induzierten Charaktere in F: E e<;> I= 0 fiir aile I E F. 
Das bedeutet, dass die Summe der induzierten Charaktere in F der Null-
charakter von Fist. Jeder Charakter e von IIGIX, der G annuliert, induziert 
also ein System von Charakteren e<;> von F, deren Summe N ullcharakter 
von F ist. Es sei umgekehrt (e<;>) = eF ein Charakter der diskreten Gruppe 
II"F" (wo die Indexmenge der ex mit der Indexmenge von G" gleichmachtig 
ist), derart, dass nur endlich viele Charaktere e<;> ungleich 0 sind, und 
dass die Summe EIXe<;> = 0 ist. Jeder Charakter e<;> von F induziert einen 
Charakter eiX von G": e"g"=e<;>(cp"(g")),g,.EG,.. 
Auf diese Weise induzieren die Charaktere e<;> ein System von Charak-
teren e"' von G"' und der Charakter e = (e") von II hat nun die gefragte 
Eigenschaft. Es ist namlich 
e·g= l,e"g"= l,e<;>(cpiX(giX))= l,e<;>f=O fiir jedes g EG. 
" 
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Wenn also G eine bikompakte Gruppe und auszerdem ein F-subdirektes 
Produkt der kommutativen Gruppen GIX ist, so gibt es eine ein-eindeutige 
isomorphe Beziehung zwischen den Charakteren ~=(~IX) von JIG/X, welche 
G annulieren und denjenigen Systemen ~F= (~t;>) von Charakteren von 
JIFIX, fiir die .E~t;> der Nullcharakter von F ist. 
Es ist also der gesuchte Annulator if> von G in JIG/X isomorph mit der 
Untergruppe des diskreten direkten Produkts JIF"' der Charaktere 
~ F = ( ~t;>) mit der Eigenschaft .E ~t;> = 0. 
Bezeichnen wir diese Untergruppe der diskreten Charaktergruppe von 
JIFIX mit xwF, so haben wir gefunden: 
Satz V. 1st die bikompakte Gruppe G ein F-subdirektes Produkt der 
kommutativen Gruppen G IX' so laszt sich die Charaktergruppe X G von G in 
der Form schreiben 
